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Complexité de la multiplication dans IF;» sur IF; :

Nombre minimal d'opérations élémentaires dans IF, nécessaires pour calculer le
produit de deux éléments quelconques x, y € IFgn.

1/31



Complexité de la multiplication dans IF;» sur IF; :

Nombre minimal d'opérations élémentaires dans IF, nécessaires pour calculer le
produit de deux éléments quelconques x, y € IFgn.

Types d’opérations :
e addition : (a,b) — a+ bol a, belF,
e multiplication scalaire : x; — a- x; ol a, x; € IF;, et a est une constante,

e multiplication non-scalaire ou bilinéaire : (x;, y;) — xi - y; ol x;, y; € IFg
dépendent des éléments x et y de Fqn dont on effectue le produit.
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Complexité de la multiplication dans IF;» sur IF; :

Nombre minimal d'opérations élémentaires dans IF, nécessaires pour calculer le
produit de deux éléments quelconques x, y € IFgn.

Types d’opérations :
X addition : (a,b) = a+bou a, b€l
X multiplication scalaire : x; — a- x; ou a, x; € IF;, et a est une constante,

¢ multiplication non-scalaire ou bilinéaire : (x;, yj) — X; - y; ol x;, y;j € IFg
dépendent des éléments x et y de Fqn dont on effectue le produit.

Le nombre minimal de multiplications bilinéaires nécessaires pour effectuer le
produit de deux éléments quelconques de IFg» est appelé complexité bilinéaire
de la multiplication dans IF;» sur IF;, et notée 114(n).
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Soit B := (e, ..., ey) une base de IFgn sur IF;.

On définit

n
ee = Z ajjkex pour tous i,j € {1,...,n}.
k=1

n n
Soient x = E xjej ety = E yiei deux éléments de IF;n, on a
i=1 =1

n

n n
Xy=Z <Z Z a;J,k~x,-~)/j) €.
k=1

i=1 j=1
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Soit B := (e, ..., ey) une base de IFgn sur IF;.

On définit

ee = Z ajjkex pour tous i,j € {1,...,n}.
k=1

n n
Soient x = E xjej ety = E yiei deux éléments de IF;n, on a
i=1 =1

=37 (303w

=1 j=1
Nombre d’opérations :
e n? multiplications bilinéaires,
e n® multiplications scalaires,
e n(n—1)(n+ 1) additions d'éléments de IF;.
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On considere les coordonnées des éléments de IF;» dans une base fixée :

X,y ERp ~  (x1,..., %), (1, ... ) EIR]

e Les multiplications bilinéaires sont effectuées sur des C.L. des
coordonnées :

m

Il
>
-~
x

my = AA(Xl ..... Xn) X B>\(y1 ..... yn)
avec A1, ..., A\, B1,...,. By € L(":"; |Fq).

e On retrouve les coordonnées du produit xy :

(Cl(ml,...,mx),...,C,,(ml,...,mx)) ou Cl,...,CnGLUF;\;qu)
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Rang de tenseur

Soit t le tenseur de la multiplication dans IF; :
Vx,y € g, t(x®y)=xy.

On considere une décomposition de t en X\ tenseurs élémentaires,
c-a-d on considere a;, b; € IF;n et ¢; € IFgn tels que tous x, y € IFgn, on a

A

xy=tx®y) =Y a(x)b(y)c. (1)

i=1

Toute expression de type (1) est appelée algorithme de multiplication
bilinéaire «/. Sa complexité X\ est notée u(«).
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Rang de tenseur

Soit t le tenseur de la multiplication dans IF; :
Vx,y € g, t(x®y)=xy.

On considere une décomposition de t en X\ tenseurs élémentaires,
c-a-d on considere a;, b; € IF;n et ¢; € IFgn tels que tous x, y € IFgn, on a

A

xy=tx®y) =Y a(x)b(y)c. (1)

i=1

Toute expression de type (1) est appelée algorithme de multiplication
bilinéaire «/. Sa complexité X\ est notée u(«).

Ainsi
Hq(n) == min p(st)
ol ¢ parcourt I'ensemble des algorithmes de multiplication bilinéaire dans IFgn

sur IFg.
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Rang de tenseur

Complexité bilinéaire symétrique

Définition
Un algorithme de multiplication bilinéaire est dit symétrique s'il admet une
expression de la forme :

Xy = Z ai(x)ai(y)ci. (2)

i=1

pour tous x,y € IFgn, avec a; € I et ¢; € IFgn

On définit la complexité bilinéaire symétrique de la multiplication dans IFg» sur
IF; en posant :
wg™(n) := min u(«4¥™)

odsym

ol A¥™ parcourt I'ensemble des algorithmes symétriques de multiplication bi-
linéaire dans IFg sur IF;.

Rq. pa(n) < pg™(n)
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Multiplication de deux polynémes de degré 1, a coefficients dans un corps K :
U(X)Zao+21X V(X)=b0+b1X
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Multiplication de deux polynémes de degré 1, a coefficients dans un corps K :
U(X)Zao+31X V(X)=b0+b1X

e Evaluations en 0, 1, 00 :

U() = ao Ul) = a+a U(oo) = a1
V(O) = bg V(l) bo + b1 V(OO) = b
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Algorithme de Karatsuba

Multiplication de deux polynémes de degré 1, a coefficients dans un corps K :

UX) = a0+ a1 X

e Evaluationsen 0,1, c0 :
U(O) = ao
V(0) = bho

u() =
V(1)

ao + a1
bo + b1

e Multiplications bilinéaires :

my = U(0)V(0) m = U(1)V(1)

V(X) = by + b1 X

U(OO) =a
V(OO) = b1

mz = U(oo)V(0)

6/31



Algorithmes de type évalutation-interpolation

Algorithme de Karatsuba

Multiplication de deux polynémes de degré 1, a coefficients dans un corps K :

UX) = a0+ a1 X

e Evaluationsen 0,1, c0 :
U(O) = ao
V(0) = bho

u() =
V(1)

ao + a1
bo + b1

e Multiplications bilinéaires :

my = U(0)V/(0) m = U(1)V(1)

V(X) = by + b1 X

U(OO) =a
V(OO) = b1

mz = U(oo)V(0)

e Détermination des coeff. du produit U(X)V(X) = po 4+ p1.X + p2X? :

Po = p1=Mm2— my —m3

p2 = ms3
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Algorithme de Karatsuba

Multiplication de deux polynémes de degré 1, a coefficients dans un corps K :

UX) = a0+ a1 X

e Evaluationsen 0,1, c0 :
U(O) = ao
V(0) = bho

u() =
V(1)

ao + a1
bo + b1

e Multiplications bilinéaires :

my = U(0)V/(0) m = U(1)V(1)

V(X) = by + b1 X

U(OO) =a
V(OO) = b1

mz = U(oo)V(0)

e Détermination des coeff. du produit U(X)V(X) = po 4+ p1.X + p2X? :

Po = p1=Mm2— my —m3

p2 = ms3

Complexité : 3 multiplications bilinéaires et 4 additions.
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Algorithme de Karatsuba

Multiplication de deux polynémes de degré 1, a coefficients dans un corps K :

U(X) = a0+ a1 X V(X) = by + b1 X
e Evaluations en 0, 1, 00 :
u@) = a Ul) = a+a U(0) = a1
V(©0) = bo V(1) = bo+bh V(o0) = by

e Multiplications bilinéaires :

m: = U(0)V(0) m, = U(1)V(1) ms = U(o0) V/(00)
e Détermination des coeff. du produit U(X)V(X) = po 4+ p1.X + p2X? :
Po = pr=m—mg—ms3 p2 = ms3

Complexité : 3 multiplications bilinéaires et 4 additions.
Généralisation au produit de deux polynomes de degré n J

Complexité : O (n'°92(3)) multiplications bilinéaires et O(n) additions.
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Algorithme de Karatsuba
pour les polynémes de degré 1

«~vs  Evaluations sur {0,1, 00} € Pl(K)J
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Un premier pas vers l'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky

Algorithme de Karatsuba

pour les polynédmes de degré 1 « Evaluations sur {0,1,00} € PI(K)J

Rappel.

e On note P'(IF,) la droite projective sur IF, :

PR, = {(x.y) € A2(F)M(0,0)} }/ ~

ol ~ est la relation d'équivalence définie par la colinéarité.

e C'est une courbe algébrique de genre O avec g + 1 points rationnels :

PY(IF,) = {(x 1) ’ x € |Fq} U {oo}.
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Un premier pas vers l'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky

Algorithme de Karatsuba

pour les polynédmes de degré 1 « Evaluations sur {0,1,00} € PI(K)J

Rappel.

e On note P(IF;) la droite projective sur IF; :

PR, = {(x.y) € A2(F)M(0,0)} }/ ~

ol ~ est la relation d'équivalence définie par la colinéarité.

e C'est une courbe algébrique de genre O avec g + 1 points rationnels :

P(IF,) = {(x 1) ’ x € |Fq} U {oo}.

Idée. Généraliser la méthode de Karatsuba en faisant plus d’évaluations
sur P1(IF,) lorsque g > 2.
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e Soit P(X) € IFg[X] unitaire, de degré n, irréductible sur IFg, alors :
Fgn ~ IF; [X]/ (P(X))

et donc IFgn ~ IF;(w) avec w une racine de P(X).
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e Soit P(X) € IFg[X] unitaire, de degré n, irréductible sur IFg, alors :
Fgn ~ IF; [X]/ (P(X))

et donc IFgn ~ IF;(w) avec w une racine de P(X).

~B=(1ww?..., W) est une IF;-base de IFgn.
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e Soit P(X) € IFg[X] unitaire, de degré n, irréductible sur IFg, alors :
Fgn ~ IF; [X]/ (P(X))

et donc IFgn ~ IF;(w) avec w une racine de P(X).

~B=(1ww?..., W) est une IF;-base de IFgn.

X = ajw et y= Z biw'
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Multiplication de polynémes et multiplication dans IFgn M

e Soit P(X) € IFg[X] unitaire, de degré n, irréductible sur IFg, alors :
IFgn o= IFg [X]/ (P(X))
et donc IFgn ~ IF;(w) avec w une racine de P(X).

~»B=(1lww,..., W) est une IF;-base de IFgn.

n—1 n—1
X = E aiw' et y = E biw'
i=0 i=0

il suffit de déterminer les coefficients du produit des deux polynémes

n—1 n—1
AX)=> ax et BX)=)_ bX
i=0 i=0

car
xy = A(w)B(w) = (AB)(w).
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Hypothese. |P(IFg)| > deg (A(X)B(X)) +1 ie. g+1>2n—1

On choisit 8 :={Py, ..., Pan1} C PY(IF,).
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Hypothese. |P*(IFg)| > deg (A(X)B(X)) +1 e g+1>2n—1

On choisit 8 := {P1, ..., Pap1} C P(IF,).

1. On détermine les évaluations A(P;) et B(P;) en tous les points P; de 8.
2. On calcule (AB)(P;) = A(Pi)B(Pi), pour tout P; € 8.

3. Par interpolation, on retrouve les coefficients de (AB)(X), et donc le
produit xy = (AB)(w) dans la base B.
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Multiplication de polyndmes et multiplication dans IFgn (1

Hypothese. |P!(IFg)| > deg (A(X)B(X)) +1 ie. g+1>2n—1

On choisit 8 :={Py, ..., Pan1} C PY(IF,).

1. On détermine les évaluations A(P;) et B(P;) en tous les points P; de 8.
2. On calcule (AB)(P;) = A(Pi)B(Pi), pour tout P; € 8.

3. Par interpolation, on retrouve les coefficients de (AB)(X), et donc le
produit xy = (AB)(w) dans la base B.

Complexité bilinéaire : |S| = 2n — 1 multiplications.

Conséquence. Si n < g +1, alors pug™(n) < 2n—1.
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Algorithmes de type évalutation-interpolation

Résultats connus pour les extensions de < petit > degré

Théoreme (Winograd (1979) & de Groote (1983))

La complexité bilinéaire de la multiplication dans IFgn sur IF; vérifie
tq(n) >2n—1.

De plus,

pgt(n)=2n—1 < ngg—i—l.

Théoreme (Shokrollahi (1992))
Sin< % (g+1+¢€(q)), alors

ug™(n) < 2

ol = 2.\/q si q est un carré parfait,
)= le plus grand entier plus petit que 2,/q premier a q sinon.
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Soit F/IF; un corps de fonctions algébriques défini sur IF; de genre g avec :

e Q une place de degré n,
o % :={Py,..., Py} un ensemble de N places rationnelles,
o D un diviseur effectif tel que supp(D)N{Q, P1,..., Py} = 2.
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Principe général

Algorithme de multiplication dans IFgn
Soit F/IF; un corps de fonctions algébriques défini sur IF, de genre g avec :

e Q une place de degré n,
o P :={P1,..., Py} un ensemble de N places rationnelles,
e D un diviseur effectif tel que supp(D) N{Q, P1,..., Pn} = @.

Sion a
(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels surjectif

EVQ : ip(ﬁ) — FQ ~ |Fqn
f — f(Q)

(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels injectif

Eve : L2D) — Fp, x - % Fp, =~ IF)
f — (f(Pl) ..... f(:DN))
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Principe général

Algorithme de multiplication dans IFgn
Soit F/IF; un corps de fonctions algébriques défini sur IF, de genre g avec :

e Q une place de degré n,
o P :={P1,..., Py} un ensemble de N places rationnelles,
e D un diviseur effectif tel que supp(D) N{Q, P1,..., Pn} = @.

Sion a
(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels surjectif

EVQ : ip(ﬁ) — FQ ~ |Fqn
f — f(Q)

(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels injectif

Eve : L2D) — Fp, x - % Fp, =~ IF)
f — (f(Pl) ..... f(:DN))

alors
B (n) < N,
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Principe général

Algorithme de multiplication dans IFgn
Soit F/IF; un corps de fonctions algébriques défini sur IF, de genre g avec :

e Q une place de degré n,
o P :={P1,..., Py} un ensemble de N places rationnelles,
e D un diviseur effectif tel que supp(D) N{Q, P1,..., Pn} = @.

Sion a
(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels surjectif

EVQ : ip(ﬁ) — FQ ~ |Fqn
f — f(Q)

(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels injectif

Eve : L2D) — Fp, x - % Fp, =~ IF)
f — (f(Pl) ..... f(:DN))

alors
g™ (n) < rkEvy < N.
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Principe général

Algorithme de multiplication dans IFgn

Soit F/IF; un corps de fonctions algébriques défini sur IF, de genre g avec :

e @ une place de degré n,
o P ={P1,..., Py} un ensemble de N places de degré quelconque,
e D un diviseur effectif tel que supp(D) N{Q, P1,..., Pn} = @.

Siona
(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels surjectif

Evo: D) — Fox~IFp
f —  f(Q)

(i) un morphisme de IFg-espaces vectoriels injectif

Eve : 56(29) — Fp, X --- X Fp, ~ IquegF’l X oe0 X IquegPN
f — (f(P1) ..... f(PN))

alors
N

u™(n) <3 u3" (deg P).

i=1
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Principe général

Algorithme de multiplication dans IFgn

Soit F/IF; un corps de fonctions algébriques défini sur IF, de genre g avec :

e @ une place de degré n,
e & :={P1,..., Py} un ensemble de N places de degré quelconque,
e D un diviseur effectif tel que supp(D)N{Q,P1,..., Py} = 2.

Siona
(i) un morphisme de IF;-espaces vectoriels surjectif

EVQ : §£(‘D) — FQ ~ |Fqn
f —  f(Q)

(i) un morphisme de IFg-espaces vectoriels injectif

Evep : 53(2@) — Fp, XX Fp, =~ |quch1 X +oe X |quchN
f — (f(Pl), AU f(PN))

alors
Wim(m) < 30 WM (deg P).
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Principe général

Une astuce avec des places de degré 2 :
N
ug™(n) < 37wy (deg P) = 3N
i=1

Eve (f) = (f(P1), f(P2). ..., f(Pn)) = ((ap,. br,). (ap,. bp,). - - ., (apy. bey))
Eva (9) = (9(P1). 9(P2), - ., 9(Pw)) = ((ap,. Bry). (@p,. Bry), - - (apy. Bry))

But : déterminer Engm(fg) = ((Upl, V,Dl), (Upz, V,Dz) ..... (UPN, VPN))
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Principe général

Une astuce avec des places de degré 2:

ug™(n) < Zp,sym(degP ) =3N

Eve (f) = (f(P1), f(P2). ..., f(Pn)) = ((ap,. br,). (ap,. bp,). - - ., (apy. bey))
Ever (9) = (9(P1), 9(P2). . .., g(Pn)) = ((ap,. Br,). (ap,. Br,). - - .. (ctpy. Bry))
But : déterminer Engm(fg) = ((Upl, V,Dl), (Upz, V,Dz) ..... (UPN, VPN))

..mais £ :=rkEvep < 2N coordonnées suffisent pour définir fg.
Probleme : répartition parmis les couples (Up,, Vi) ?
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Principe général

Une astuce avec des places de degré 2:

ug™(n) < Zp,sym(degP ) =3N

Eve (f) = (f(P1), f(P2). ..., f(Pn)) = ((ap,. br,). (ap,. bp,). - - ., (apy. bey))
EVg(g) = (g(Pl)' g(PQ) """ g(PN)) = ((apl’ﬁpl)' (O‘szﬁpz) """ (aPNxﬁPN))
But : déterminer Engm(fg) = ((Upl, Vpl), (Upz, V,Dz) ..... (UPN, VPN))

..mais £ :=rkEve < 2N coordonnées suffisent pour définir fg.
Probleme : répartition parmis les couples (Up,, Vi) ?

cas 1: ((UPI, VPl)' (UPQ, VF’2) ..... (UPN, VPN))
complexité : 1,5 mult. dans IFg par coord. = uy"(n) < 2L <3N
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Principe général

Une astuce avec des places de degré 2:

w™(n) < Zp,sym(degP ) =3N

Eva (F) = (F(P1), f(P2),.... f(Pwn)) = ((ar,, bry). (apr,. bp,). . ... (ary, bry))
Eva (9) = (9(P1). 9(P2). .. 9(Pn)) = ((ary. Br,). (0t Br,). - - - (apy. Bry))

But : déterminer Eng(fg) = ((Upl, Vpl), (Upz, VPz)' R (UPN, V,DN))
..mais £ :=rkEvep < 2N coordonnées suffisent pour définir fg.
Probleme : répartition parmis les couples (Up,, Vp,) ?

cas 1: ((Upl, VPI). (UPQ, VF’z)v o (UPN, VPN))
complexité : 1,5 mult. dans IFg par coord. = uy"(n) < 2L <3N

cas 20 (U, Vi) (Upy, Vi), ..o (Upy, ViBy))
complexité : 2 mult. dans IF; par coord. = ug™(n) <2N
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Principe général

Une astuce avec des places de degré 2:

w™(n) < Zp,sym(degP ) =3N

Eva (F) = (F(P1), f(P2),.... f(Pwn)) = ((ar,, bry). (apr,. bp,). . ... (ary, bry))
Eva (9) = (9(P1). 9(P2), - ., 9(Pw)) = ((ary. Bry). (apy, Bp,). - - (ctpy. Bry))

But : déterminer Eng(fg) = ((Upl, Vpl), (Upz, VPz)' RN (UPN, VPN))
..mais £ :=rkEvep < 2N coordonnées suffisent pour définir fg.

Probleme : répartition parmis les couples (Up,, Vp,) ?

cas 1: ((UPI’ VF’1)'(UP2v VF’z)v B "(UPN' VPN))

complexité : 1,5 mult. dans IFg par coord. = uy"(n) < 2L <3N
cas 2 - ((Ur,, Vo), (Upy, Vo) oo (Upy, Vi)
complexité : 2 mult. dans IF; par coord. = ug™(n) <2N

cas 3: ((UP1 VP1) (UF’zv VPQ) (UPN' VPN))
complexité : 2 mult. dans IF4 par coord. |so|ee + 1.5 par coord. couplée

— u¥"(n)<2N+32 ouN+Li<n
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#D) 2% . 420) 22 IFY
f — f(Q) f — (F(P1),..., f(Pn))

Théoreme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)
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<K Choix > des parametres

HD) 28 42Dp) 22 IFY
fo— fQ) f o (f(P)..... f(Pw))
Théoreme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi dim®D = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

13/31



<K Choix > des parametres
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Théoreme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi dim®D = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

e on choisira D t.q. i(D— Q) =0

e pour avoir dimD = n, il faut que deg(D — Q) =g —1
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<K Choix > des parametres

HD) 28 42Dp) 22 IFY
fo— fQ) f o (f(P)..... f(Pw))
Théoreme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi dim®D = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

e on choisira D t.q. i(D— Q) =0

e pour avoir dimD = n, il faut que deg(D — Q) =g —1
Conséquence : degD =n+g—1
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< Choix > des paramétres

HD) 28 42Dp) 22 IFY
fo— fQ) f o (f(P)..... f(Pw))
Théoreme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi dim®D = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

e on choisira D t.q. i(D— Q) =0

e pour avoir dimD = n, il faut que deg(D — Q) =g —1
Conséquence : degD =n+g—1

(i) Evg est injectif ssi dim(2D — Y, P)=0
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< Choix > des paramétres

HD) 28 42Dp) 22 IFY
fo— fQ) f o (f(P)..... f(Pw))
Théoreme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi dim®D = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

e on choisira D t.q. i(D— Q) =0
e pour avoir dimD = n, il faut que deg(D — Q) =g —1
Conséquence : degD =n+g—1
(i) Evg estinjectif ssi dim(2D -3 P)=0

~ il suffit que SN | deg P; > 2deg D
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< Choix > des paramétres

HD) 28 42p) 22 IFY
f —  f(Q) f — (F(P1)...., f(Pn))
Théoréeme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi  dimD = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

e on choisira D t.q. i(D— Q) =0
e pour avoir dimD = n, il faut que deg(D — Q) =g —1
Conséquence : degD =n+g—1
(i) Eve estinjectif ssi dim(2D -3 P)=0
~» il suffit que N >2n+2g—1
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< Choix > des parameétres

HD) 28 42p) 22 IFY
f —  f(Q) f — (F(P1)...., f(Pn))
Théoréeme de Riemann-Roch : dimA =degA —g+1+i(A)

(i) Evq estsurjectif ssi  dimD = n+dim(D — Q)
ssi (D) =i(D - Q)

e on choisira D t.q. i(D— Q) =0

e pour avoir dimD = n, il faut que deg(D — Q) =g —1
Conséquence : degD =n+g—1

(i) Eve estinjectif ssi dim(2D -3 P)=0
~» il suffit que N >2n+2g—1
(i) + (i) = rkEvgp =dim2D =2n+g—1
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N q — q+1_
Soit F/IF2 le corps défini par :  F:=IFe(x,y) ol yi+y=x

Aors  g(F) =451 et N(F)=q*+1+29(F)a=q’+1.
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Exemple

Algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur le corps de fonctions Hermitien
Soit F/IF;2 le corps défini par :  F :=IFe(x,y) ol yI4y=x91

Alors g(F) = @ et NF)=¢*+1+29(F)g=q>+1.

Si N(F) > 2n+2g(F) -1 i.e. n< %(q3—qz+q+2)

alors on peut appliquer I'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur le corps de
fonctions F/IF2 pour multiplier dans IF 2.
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Algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur le corps de fonctions Hermitien
Soit F/IF;2 le corps défini par :  F :=IFe(x,y) ol yI4y=x91

Alors  g(F)=942Y et N(F)=¢*+1+29(F)g=¢q°+1.

Si N(F) > 2n+2g(F) -1 i.e. n< %(q3—q2+q+2)

alors on peut appliquer I'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur le corps de
fonctions F/IF2 pour multiplier dans IF 2.

Pour g = 4 : multiplication dans des extensions de degré n de IF6.

g(F/IFi6) =6 si n < 27, on a un algorithme de multiplication
N(F/IFi6) = 65 dans IF1en a partir de F/IF16 de complexité
pq(n) <2n+g(F) — 1.
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Exemple

Algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur le corps de fonctions Hermitien
Soit F/IF;2 le corps défini par :  F :=IFe(x,y) ol yI4y=x91

Alors  g(F)=942Y et N(F)=¢*+1+29(F)g=¢q°+1.

Si N(F) > 2n+2g(F) -1 i.e. n< %(q3—q2+q+2)

alors on peut appliquer I'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur le corps de
fonctions F/IF2 pour multiplier dans IF 2.

Pour g = 4 : multiplication dans des extensions de degré n de IF6.

g(F/IFi6) =6 si n < 27, on a un algorithme de multiplication
N(F/IFi6) = 65 dans IF1en a partir de F/IF16 de complexité
tq(n) < 2n+5.
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1P +1=9

évaluations sur P*(IFys)

w

sym
?

(n)=2n-1

(9=0)
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[3(?+1+2q)] =12+

1P +1=9-

évaluations sur courbe elliptique définie sur IFi¢
avec 2n points rationnels : u

évaluations sur P*(IFys)

(n)=2n-1

(9=1)

(9=0)
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35(@®—a*+q+2) =27

[3(¢° +1+29)] = 12
1P +1=9-

!

évaluations sur le corps de fonctions Hermitien F/IF1¢

(9=0)
pp"(n) <2n+5
évaluations sur courbe elliptique définie sur IFi¢ _1
avec 2n points rationnels : u,sym(n) =2n (9=1)
évaluations sur P*(IFys)
(9=0)

pep"(n) =2n—1
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35(@®—a*+q+2) =27

[3(¢° +1+29)] = 12
1P +1=9-

!

n<3(N-29+1) = pd"(n)<2n+g-1

évaluations sur le corps de fonctions Hermitien F/IF1¢

(9=0)
pp"(n) <2n+5
évaluations sur courbe elliptique définie sur IFi¢ _1
avec 2n points rationnels : u,sym(n) =2n (9=1)
évaluations sur P*(IFys)
(9=0)

pep"(n) =2n—1
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Linéarité du rang de tenseur

Application de I'algorithme sur une suite asymptotiquement bonne de corps
de fonctions :

Théoreme (Chudnovsky et Chudnovsky (1987))

Soit g = p" avec p premier, il existe une constante Cq telle que pour tout n,

wg™(n) < Cgn.
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Linéarité du rang de tenseur

Application de I'algorithme sur une suite asymptotiquement bonne de corps
de fonctions :

Théoreme (Chudnovsky et Chudnovsky (1987))

Soit g = p" avec p premier, il existe une constante Cq telle que pour tout n,

g™ (n) < Cyn.

Objectifs.
o Etablir des bornes théoriques :

o améliorer I'algorithme (évaluations sur des places de degré supérieur,
dissymétrisation. . .)
e démontrer I'existence de corps de fonctions avec de meilleures propriétés

e Construire des algorithmes explicites pour la multiplication dans IFgn, pour
n choisi.
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Linéarité du rang de tenseur

Application de I'algorithme sur une suite asymptotiquement bonne de corps
de fonctions :

Théoreme (Chudnovsky et Chudnovsky (1987))

Soit g = p" avec p premier, il existe une constante Cq telle que pour tout n,

g™ (n) < Cyn.

Objectifs.
o Etablir des bornes théoriques :

e démontrer I'existence de corps de fonctions avec de meilleures propriétés
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Multiplications bilinéaires
Rang de tenseur

Algorithmes de type évalutation-interpolation
Principe général

< Choix » des parameétres

Exemple

Linéarité du rang de tenseur

3. Rappels
Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs

Existence en caractéristique > 3
Tours ordinaires



Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs
Posons G := SV, P,
. =1"1

On cherche D de degré n+ g — 1 tel que
(i) dim(D - Q)=0
(i) dim(2D —-9) =0

Rappel. LD) :={f e F\{0}; (f)+D >0}u{0}
D) est un IFg-ev de dimension finie :  dim D := dimg, L(D) .
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Posons G := SV, P,
. =1"1

On cherche D de degré n+ g — 1 tel que
(i) dm(D - Q) =0
(i) dim(2D — 9) = 0 : il suffit que deg(2D —G) <0
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Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs

Posons G := SN P, \ But : choisir N minimal ! \

On cherche D de degré n+ g — 1 tel que
(i) dm(D - Q) =0
(i) dim(2D — 9) = 0 : il suffit que deg(2D —G) <0
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(i) dim(D - Q)=0
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D) est un IFg-ev de dimension finie :  dim D := dimg, L(D) .
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Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs

Posons G := SN P, ’ But : choisir N minimal ! ‘

On cherche D de degré n+ g — 1 tel que
(i) dim(D - Q)=0
(i) dim(2D —-9) =0

~» Propriétés invariantes par classe de diviseurs

Stratégie. Soit hr := |CI°(F)|, montrer que

Hclasses t.g. au moins une des deux conditions n’est pas satisfaite}) < he
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d. =
imA =0 = AA E[A] tg. A’ >0

Notations. e Ay :=|{A€Div(F); A>0 et deg A = k}|

o CO(F)e] := {[A] € C(F) ; p[A] = 0}
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dimA =0 = AA E[A] tg. A’ >0

Notations. e Ay :=|{A€Div(F); A>0 et deg A = k}|

o CO(F)e] := {[A] € C(F) ; p[A] = 0}

(i) dim(D — Q) # 0 pour au plus Ag_; classes de diviseurs
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Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs

Caractérisation des diviseurs de dimension nulle J

dimA =0 = AA €[A] tg. A'>0

Notations. e Ay :=|{A€Div(F); A>0 et deg A = k}|

o CO(F)e] := {[A] € C(F) ; p[A] = 0}

(i) dim(D — Q) # 0 pour au plus Ag_; classes de diviseurs

(i) dim(2D — G) # 0 pour au plus Ag—1 - |CI°(F)[2]| classes de diviseurs
car  CI°(F)[2] =kery ol ¥: CI(F) — CI(F)
[A] = 2[A]
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Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs

Caractérisation des diviseurs de dimension nulle J

dmA=0 <« AA€[A] tq A >0

Notations. e A, :=|{A€Div(F); A >0 et degA = k}|

o CO(F)e] := {[A] € C(F) ; p[A] = 0}

(i) dim(D — Q) # 0 pour au plus Ag_; classes de diviseurs

(i) dim(2D — G) # 0 pour au plus Ag—1 - |CI°(F)[2]| classes de diviseurs
car CP(F)[2] =kery ol v: CI(F) — CI(F)

[A] — 2[A]
Conséquences
1. Ag-1 < he = 3JA non-spécial de degré g — 1 ~D~A+Q
dm(D—-Q)=0
2 Aga+ A [CPP)2ll < e = 3D ta. { R !
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car CP(F)[2] =kery ol v: CI(F) — CI(F)
[A] = 2[A]

Conséquences
1. Ag-1 < he = 3JA non-spécial de degré g — 1 ~D~A+Q
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Diviseurs de dimension nulle et diviseurs effectifs
Fonction Zeta, L-polynéme et diviseurs effectifs. .. (I)
Soit F/IF; un corps de fonction de genre g.
e Fonction Zeta: Z¢(T):= ZA" T"eC[[T]

e L-polynéme : Lg(T):= ZF(H;'O)(l —T)1—-gqT)

Propriétés
(a) Le(T) € Z[T] et degle(T)=2g

ao = 1
dag = qg )

(b) Le(T) = Z ail e ag-i = @9 'a pour0<i<g
ar = N(F)—(q+1)

C) LF(]- Zal = hr

(d) Dans (IZ[T], Lr(T) admet une factorisation de la forme :

Le(T) = ﬁ(l —oT)1-aT)

=1
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Sig> 2, alors :
g—2

g—1-n I7F
22 4 T At A1 S

n=
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Sig> 2, alors :
i g=1=n h
s .
2§ qg 2 An+Ag—1Sm
n=0

Soit F/IFg un corps de fonctions de genre g > 2.
Si g > 4, alors il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1.

Rq. Ao = 1, A1 = N(F)
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Existence en caractéristique > 3

Sig> 2, alors :

Lemme (Lachaud — Martin-Deschamps (1990))

qn+1fg _1
g—1

qn+1—9 =1

qg—1

(i) Sin>0, alors : An=q""" A0y 00+ hE
En particulier, sin>2g —1 alors : A, = he

g—2 g-1 _ g
(i) Pourg>2,ona: ZA" T 4 Z A, T2972H0 — Le(T)—he T
n=0 n=0

C(@=-T)(—-aT)
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n+l—g _ 1

(i) Sin>0, alors: An=q""" Aoy o0+ he -1

Preuve.
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(i) Sin>0, alors: A, = qn+1_gA2g—2—n + hr

Preuve.

An

def

n+l—-g __ 1

g—1

|{A € Div(F/IF) ; A >0 et deg A = n}|
> [{Aele]; A=0}
[CleCI"(F/IFq)

gdmiel _ q

ey 97 1

1 n+1-g+i([e])
=1 > 1)
[C]ECI”(F/IFq)

1 nt1-g i([€]) ntl-g
1 2 (@ ) e o)
[CleCI"(F/IFq)
q"+1*9 qdim[W—(‘B] 1 N hF qn+1—9 —1
g—1 g—1

[CleCI"(F/IFg)

D 29/31



Sin>0, alors : An=q"" "0y 0 0+ hE

n+l—g _ 1

g—1

|{A € Div(F/IF) ; A >0 et deg A = n}|
> [{Aele]; A=o0}

[CleCI"(F/IFq)

gdmiel _ 1

ey 97

1 nt1-g+i([€])
qg—1 Z (q a 1)
[CleCI"(F/IFq)

- i - Z (qn+1—9(qi([€]) _ 1) + q"+1—9 _ ]_)
[CleCIN(F/IFy)

dim[W—-¢e] _ 1 qn+l—g 1

n+1l—g q
q E 3 + he
[W—@€]eCPI~2="(F/IFy)

g—1

D 29/31



g-—2 g-1 - ’
(ii) Pourg>2,0na: ZA" T" & Z qo A, TR Le(T) —he T

n=0 n=0 - m

Preuve.
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Existence en caractéristique > 3

Fonction Zeta, L-polynéme et diviseurs effectifs. .. (III)

Preuve.

Ze(T)

g—2 —1
. n n n LF(T) — heTY
(ii) Pourg>2,0na: AT+ o trp, TR = R TR
SATE -7
2g-2 n+l—g
n n+1— q -1 n
Sars 3 (¢ et ) T
n=g—1
e nt+l—g
q -1 n
n=2g—1
g—2 2g-2 n+lfg 1
- _
An Tn + Z qn+ gAQg 2— nT + Z thl Tn
n=0 n=g—1 n=g—1
g-—2 g—1 h _,_ g—1
Do AT D QT AT g T Z( —1)T"
n=0 n=0
g2 g—1 _1
1 o he TY 1 1
An Tn g—1 nAn —,—2g 2—n _
0 +n:0q + g—1 1—-qT 1-T

O
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g-2

. g—1-n hF
Conséquence. Sig>2, 22 a2 Ant+Ag1 < _(q1/2 —1)2

n=0

Preuve.
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g-2

B . g—1-n hF
Conséquence. Sig > 2, 220 a2 Ant+Ag1 < (g2 —1)?
=

Preuve.
—2 -1
QZAH T+ X g A, o2t - _Le(D) —heT?

n=0

n=0

~ on substitue T = ¢~ 2

S /2 S 1 +14n/2

-n g—1-n -9 n,
n; Ang " + 2:; @ "Ang

g-—2

ie. 2X:Anq_n/2 + q_g%lAg_l
n=0

(1-T)(1-4qT)

Le(q™?) - heq~*"
(1—q2)(1 - q/?)

th—g/2 _ Lp(q‘l/Q)
q—1/2(q1/2 _ 1)2

g
avee Le(a™?) = [[0 - a1 - @) =1~ ayq [ 20

=1

24/31



Sig > 2, alors :

Soit F/IFg un corps de fonctions de genre g > 2.
Si g > 4, alors il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1.
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Sig > 2, alors :

Soit F/IFg un corps de fonctions de genre g > 2.
Si g > 4, alors il existe un diviseur non-spécial de degré g — 1.

Probleme. Casolu g=2o0u37?
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e Si le corps des constantes de F est IF,, alors on définit le p-rang de F par :

’Y(F) = dim|rp C|0(F)[p]
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e Si le corps des constantes de F est IF,, alors on définit le p-rang de F par :
’Y(F) = dim|rp C|0(F)[p]

Si F est défini sur IF;, on pose  y(F) := v(FIF,).
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e Si le corps des constantes de F est IF,, alors on définit le p-rang de F par :
’Y(F) = dim|rp C|0(F)[p]

Si F est défini sur IF;, on pose  y(F) := v(FIF,).

e Le p-rang vérifie : Y(F) = deg (LF(T) mod p)
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e Si le corps des constantes de F est IF,, alors on définit le p-rang de F par :
’Y(F) = dim|rp C|0(F)[p]

Si F est défini sur IF;, on pose  y(F) := v(FIF,).

e Le p-rang vérifie : Y(F) = deg (LF(T) mod p)

0<v(F) <g(F)

26/31



Tours ordinaires

p-rang et ordinarité

e Sile corps des constantes de F est IF,, alors on définit le p-rang de F par :
¥(F) = dimg, Clo(F)[p].
Si F est défini sur IF;, on pose  ~y(F) := v(FIF;).
e Le p-rang vérifie : ¥(F) = deg (Le(T)mod p)

0<v(F) <g(F)

o Siy(F) = g(F), F est dit ordinaire.

Une tour T = (Fi/IFg)i>1 de corps de fonctions est dite ordinaire si
les F; sont tous ordinaires.
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Tours ordinaires
p-rang et ordinarité
e Sile corps des constantes de F est IF,, alors on définit le p-rang de F par :
’Y(F) = dim|rp C|0(F)[p]
Si F est défini sur IF;, on pose  ~y(F) := v(FIF;).
e Le p-rang vérifie : ¥(F) = deg (Le(T)mod p)

0<v(F) <g(F)

o Siy(F) = g(F), F est dit ordinaire.

Une tour T = (Fi/IFg)i>1 de corps de fonctions est dite ordinaire si
les F; sont tous ordinaires.

Proposition (Ballet—Ritzenthaler—Rolland (2010))

Si F est un corps de fonctions défini sur IF,r de genre g > 1 et de p-rang 1,
alors il existe un diviseur de degré v — 1 de dimension nulle.

26/31



Tours ordinaires

Tour ordinaire d'extensions d'Artin-Schreier

Definition (Garcia—Stichtenoth (1995))
Soit g une puissance d'un premier p. On définit la tour T = (Fo, F1,F2,...)

sur IF2 en posant pour tout £ > 0, Fy := IF2(xo, ..., Xe) avec
X +X,—+1=X—"q pour i =0,...,4—1.
i+1 X,-q_l + 1 ' ’
On a

f (@FT =1)(gF —1) sit=0 (mod?2),
9(Fe) = { ("% — 1) si¢=1 (mod?2),

L0 2 2 i
a(q° —a)+2q° sip=2,

t 2 Bi(Fe/Fg2) = i
et pour £ > 2, 1(Fe/IFg2) { d"(¢>—q)+2q sip>2.
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Tours ordinaires

Tour ordinaire d'extensions d'Artin-Schreier

Definition (Garcia—Stichtenoth (1995))
Soit g une puissance d'un premier p. On définit la tour T = (Fo, F1,F2,...)
sur IF2 en posant pour tout £ > 0, Fy := IF2(xo, ..., Xe) avec

q

i+1 + Xit+1 rr=40,..., — 1.
! Xl-q B +

On a , ,
(¢2"' = 1)(g2 —1) si£=0 (mod2),
9(Fe) = o1 2 .
(g7 —1) sit=1 (mod 2),
L 2 2 H

[ 4 —q)+29° sip=2,

et pour £ > 2, Bi(Fe/IF ) = { qe(qQ_qH_Qq sip>2.
Théoreme (Zaytsev—McGuire (2010)) J

La tour T/IF 2 est ordinaire.
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On considere la tour T sur IFi6, i.e. pour g = 4.
Pour tout £ > 1, Fgy1 := Fe(xeq1) avec

X4

4 4
Xpr1 + X1 = 3
X +1
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On considere la tour T sur IFi6, i.e. pour g = 4.
Pour tout £ > 1, Fgy1 := Fe(xeq1) avec

4

4 f
Xpr1 + X1 = 3
X +1

¢ Densification : pour tout £ > 1, il existe un corps de fonctions F;1 t.q.

Fe CFo1 CFopa

4
il est défini par :  Fpq1:= Fye(ter1) avec tiq + tegs1 = X—?Jr—l
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Tours ordinaires

Cas de la caractéristique 2

On considere la tour T sur IFi6, i.e. pour g = 4.
Pour tout £ > 1, Fgy1 := Fe(xeq1) avec
s 3
X, = — .
o1 1+ Xes1 41
¢ Densification : pour tout £ > 1, il existe un corps de fonctions F;1 t.q.

Fe CFo1 CFopa

il est défini par :  Fg1:= Fo(tes1) avec t7q + tey1 = XE%
e Descente du corps de définition de IF> a IF : il existe une tour ‘5’/IF2
Ho CHop CHi CHii CH2 C ...
définie sur IF; et t.q. pour tout £ >0 :

Fe = |Fq2 He et Fp1= |Fq2 He1
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Tours ordinaires

Cas de la caractéristique 2

On considere la tour T sur IFi6, i.e. pour g = 4.
Pour tout £ > 1, Fgy1 := Fe(xeq1) avec
s 3
X, = — .
o+1 T Xey1 X1
¢ Densification : pour tout £ > 1, il existe un corps de fonctions F;1 t.q.

Fe CFo1 CFopa

4
il est défini par :  Fg1:=Fe(tey1) avec te2+1 + to = 2

e Descente du corps de définition de IF> a IF : il existe une tour ‘5’/IF2
Ho CHp1 CHi CHis CH C
définie sur IF; et t.q. pour tout £ >0 :

Fe = |Fq2 He et Fp1= |Fq2 He1

Bi(Fe/F2) = iBi(He/IF2)

— il4
g(Fe/IF) = g(He/IF2)

28/31



Soit F = IF,H.

H/IF; ordinaire = F/IFg- ordinaire.

Conséquence. Pour tout £ > 0, Hgo := H; est ordinaire.
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Soit F := IF,-H.

H/IF; ordinaire = F/IFg- ordinaire.

Conséquence. Pour tout £ > 0, Hgo := H; est ordinaire.

Si E/F est une extension de corps de fonctions, alors

9(E) —¥(E) > g(F) — v(F).

Conséquence.  Hgyq ordinaire = Hg1 ordinaire
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Tours ordinaires

Ordinarité de T/IF;

Propriété
Soit F := IFH.

H/IF; ordinaire — F/IFg- ordinaire.

Conséquence. Pour tout £ > 0, Hgo := H; est ordinaire.

Proposition (Bassa—Beelen (2009))

Si E/F est une extension de corps de fonctions, alors

9(E) —¥(E) > g(F) — (F).

Conséquence.  Hgyq ordinaire = Hg1 ordinaire

Proposition J

La tour T/IF, est ordinaire.
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Sin> 3(p+1+¢€(p)), alors il existe un étage Hy,s de la tour T/IF; t.q.
(1) Bn(Hes/IF2) >0

(2) D i(Bi+ bi) > 2n+29(Hes) — 1, avec 0 < by < Bi(Hes/IF2).
il4
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Tours ordinaires

Application pour p =2 et g = p?

Proposition

Sin> 3(p+1+¢€(p)), alors il existe un étage Hy,s de la tour T/IF; t.q.
(1) Bn(Hes/IF2) >0

(2) Y i(Bi+ bi) > 2n+2g(Hys) — 1, avec 0 < by < Bj(Hys/IF2).

il4

On peut appliquer I'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur Hgs/IF» avec :

e des évaluations sur les places de degré 1, 2 et 4,

e b; places de degré / utilisées pour des évaluations < doubles > :
si f est réguliere en P = tOp, alors

f= o + a t+aat’ +---
-~~~
Py r(P)
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Tours ordinaires

Application pour p =2 et g = p?

Proposition

Sin>1(p+1+e(p)), alors il existe un étage Hys de la tour T/IF t.q.
(1) Bn(Hes/IF2) >0

(2) Y i(Bi+ bi) > 2n+2g(Hes) — 1, avec 0 < b < Bj(Hs/IF2).

il4

On peut appliquer I'algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur Hys/IF.

La complexité de I'algorithme de multiplication dans IF2» obtenu est

9 9 .
ud™(n) < 5 (N4 g(Hes) + 1) + i Z ibj.

il4
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e Algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur ‘5’/IF2 :

W) < 1035 nid
2
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e Algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur ‘5’/IF2 :

W) < 1035 nid
2

e Algorithme de Chudnovsky-Chudnovsky sur la descente sur IF3 de T/IFg
sans étage intermédiaire :

1933
sym
(n) = 250
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Merci pour votre attention.
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